
【　講　評　】

　昨年同様，大問 3 題で出題された．問題 Ⅰ は確率と漸化式に関する問題であった．漸化式を立式するまでは丁寧な誘導が

あるため，比較的解答しやすいが，その後の漸化式の変形（ ツ  ～ ト  ）に苦戦した人が多いだろう．空欄の形から変形

方法を思いつけるようにしておくべきである．問題 Ⅱ は空間ベクトルに関する典型問題であった．難易度はやや易しく，計算量

も多くなかったため，確実に得点したい問題である．問題 Ⅲ 空間座標内の軌跡，図形に関する問題で，やや難易度が高く解き

づらい問題であったが，問題をしっかりと読めば部分的にでも埋められた空欄は少なくないはずである．杏林大学では近年頻繁

に出題されている形式の問題なので，対策がしっかりとできていた人は得点を伸ばすことができただろう．全体で 55% 程度の得点

ができれば，1 次通過の可能性が高いと思われる．

【　解　答　】

Ⅰ．確率（数学A）／漸化式（数学B）／数列の極限（数学Ⅲ）【標準】

(1)　ア： 1，　イ： 3，　ウ： 1，　エ：3 ，

(2)　オ： 1，　カ： 7，　キ： 3，　ク： 0，　ケ： 2，　コ： 3，　サ： 4，　シ： 2，　ス： 4，　 セ： 1，

　　ソ： 3，　タ： 5，　チ： 5，　ツ： 4，　テ： 1，　ト： 2，　ナ： 1，　ニ： 2 

Ⅱ．ベクトル（数学B）【やや易】

(a)　ア： -，　イ： 6，　ウ： 2，　エ：6 ，　オ： 4，　カ： 7，　キ： 2，

(b)　ク： 1，　ケ： 3，　コ： -，　サ： 1，　シ： 3，　ス： -，　 セ： 4，　ソ： 3，　タ： 0，

(c)　チ： 3，　ツ： 2，　テ： 3，　ト： 2，　ナ： 3，　ニ： 4，　ヌ：，　ネ：4，　ノ： 9

Ⅲ．積分法（数学Ⅱ，数学Ⅲ）【やや難】

(1)(a)　ア： ，　イ： 4，　ウ： 3，　エ： 2，　オ： ，　カ： 2，　キ： 4，

(b)　ク： ，　ケ： 4，　コ： 3，　サ： 2，　シ： 8，　ス： 3，

(2)　 セ： -，　ソ： 2，　タ： 2，　チ： 8，　ツ： 3，　テ： 3，　ト： 2，　ナ： 9，
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【　解　説　】

Ⅰ
袋の中に赤玉が a 個，黒玉が b 個入っている状態を 0 1a，b  と表す．

(1)　赤玉を取り出すことを R，黒玉を取り出すことを B と表すと， 3 回の試行の推移は，次のようになる．

0 11，2

0 12，3

0 11，4

B

R

0 12，2

0 11，3

0 13，2

0 12，3

0 14，2

0 13，3

0 13，3

0 12，4

0 13，3

0 12，4

0 12，4

0 11，5

R

R

R

R

R

B

B

B

B

B

B

R

よって，

　　 2p =
1

3
･

2

4
+

2

3
･

1

4
=

4

12
=

ア1
イ3

，

　　 3p =
1

3
･

2

4
･

3

5
+

1

3
･

2

4
･

2

5
+

2

3
･

1

4
･

2

5
+

2

3
･

3

4
･

1

5
=

20

･･3 4 5
=

ウ1
エ3

 

(2)　 1 回の試行を行うごとに，袋の中の玉は 1 個ずつ増えるから， 1M =5 より　　 nM =n+ス4

n+1 回目の試行開始時点で袋に入っていると期待される赤玉の個数 +n 1R  について，n 回目の試行で赤玉が取り

出された場合は nR = nM % nP  個のままであり， n 回目の試行で黒玉が取り出された場合る確率は 1- nP  で，

そのときは 1 個増えるので， +n 1R = nR + 01 1- nP %1 となる．

よって，　　 +n 1M % +n 1P =0 nM 1-1 % nP +1

nM =n+4 より　　

　　0n 1+5 +n 1P =0n 1+3 nP +1　……①　　　+　 +n 1P =
+n ソ3

+n タ5
+

1

+n チ5

が成り立つ．

① の両辺に n+4 をかけて　　 0n 1+4 0n 1+5 +n 1P =0n 1+3 0n 1+4 nP +n+4　……②

この漸化式を

　　　 0n 1+5 0n 1+4 0 +n 1P 1-a =0n 1+4 0n 1+3 0 nP 1-a 　……③

と変形することを考える．

③ を整理すると　　 0n 1+5 0n 1+4 +n 1P =0n 1+4 0n 1+3 nP -0n 1+4 60n 1+5 -0n 71+3 a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 = 0n 1+4 0n 1+3 nP - 0n 1+4 ･2a

これが ② と一致するとき　　 -2a=1　　　+　 a=-
1

2
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③ に代入すると　　0n 1+4 0n 1+5 8 +n 1P 9-
1

2
= 0n 1+3 0n 1+4 8 nP 9-

1

2

このことから， 0n 1+3 0n 1+ツ4 8 nP 9-
テ1
ト2

 は n に依らず一定である．

よって 1P =
3

5
 より　　 0n 1+4 0n 1+3 8 nP 9-

1

2
=5･4･8

3

5 9-
1

2
=2

　　　　 nP -
1

2
=

2

0 1+n 4 0 1+n 3
　　　+　 nP =

2

0 1+n 4 0 1+n 3
+

1

2

これを用いると

　　 2P =
2

･6 5
+

1

2
=

オカ17
キク30

， 3P =
2

･7 6
+

1

2
=

ケコ23
サシ42

 

また，

　　 
.n *

lim nP =
.n *

lim => ?+
2

0 1+n 4 0 1+n 3

1

2

ナ 1
ニ 2

 

t　(2) の 2P ， 3P  は，(1) のように推移を書き出してもよい．

(1) 同様，3 回の試行の推移を書くと，次のようになる．

0 13，2

0 14，3

0 15，2

B

R

0 13，3

0 14，2

0 13，4

0 14，3

0 13，5

0 14，4

0 14，4

0 15，3

0 14，4

0 15，3

0 15，3

0 16，2

R

R

R

R

R

B

B

B

B

B

B

R

よって，

　　 2P =
3

5
･

3

6
+

2

5
･

4

6
=

オカ 17
キク 30

，

　　 3P =
3

5
･

3

6
･

3

7
+

3

5
･

3

6
･

4

7
+

2

5
･

4

6
･

4

7
+

2

5
･

2

6
･

5

7
=

115

･･5 6 7
=

ケコ23
サシ42
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t　漸化式 ② は，階差数列に注目して一般項を求めてもよい．

0n 1+4 0n 1+5 +n 1P =0n 1+3 0n 1+4 nP +n+4　……②

② より，数列 60n 1+3 0n 71+4 nP  の階差数列の一般項は n+4 であるから， n)2 のとき

　　 0n 1+3 0n 1+4 nP =01 1+3 01 1+4 1P +
=k 1

-n 1

P 0 1+k 4

　　　　　　　　　　=4･5･
3

5
+

1

2 65+0n 71+3 0n 1-1

　　　　　　　　　   =
1

2 0
2n +7n 1+16  =

1

2 60n 1+3 0n 1+4 7+4

　　+　0n 1+3 0n 1+4 8 nP 9-
1

2
=2

これは n=1 のときも成り立つ．

よって， 0n 1+3 0n 1+ツ4 8 nP 9-
1

2
 は n に依らず一定である．

u　(1) は，以下の「ポリアの壺」という有名な確率の問題である．

　壺の中に赤玉が a 個，黒玉が b 個入っている．この中から無作為に 1 個取り出し，取り出した玉を壺に戻した

　上で，取り出した玉と同じ色の玉を 1 つ壺に加える．この試行を n 回繰り返すとき， n 回目に赤玉が取り出さ

　れる確率は 
a

+a b
 である．

これを用いることで， 2p = 3p =
1

+1 2
=

1

3
 となることがわかる．
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Ⅱ
(1)　 AB= 0-1，-2， 1-1 ， AC=0 12，2，0  であるから

　　　　AB･AC=-2-4=アイ-6

また， AB =U6 ， AC =2U2  より　　 cos4BAC =
･AB AC

AB AC
=

-6

･U6 2U2
=- U3

2

0<4BAC<p であるから　　 sin4BAC =
1

2

BC=0 13，4，1  より BC =U26  であるから，外接円の半径を R とすると，正弦定理より

　　　 2R=
BC

sin4BAC
= U26

1

2

　　　+　 R=U
ウエ26

¦ABC の辺 AB，AC の中点をそれぞれ M，N とおく．外接円の中心 P について，実数 s， t を用いて

A
B

C

M

N

P

　　 AP=sAB+tAC

とおけるから，

　　 MP=AP-AM=8s 9-
1

2
AB+tAC，

　　 NP=AP-AN=sAB+8t 9-
1

2
AC

MP5AB より MP･AB=0 であるから

　　>8s 9-
1

2
AB ?+tAC ･AB=8s 9-

1

2
･6+t0 1-6 =0

　　+　 2s-2t-1=0　……①

NP5AC より NP･AC=0 であるから

　　>sAB+8t ?9-
1

2
AC ･AC=s0 1-6 +8t 9-

1

2
･8=0　　　

　　+　 -3s+4t-2=0　……②

連立方程式 ①，② を解くと　　 s=4， t=
7

2

よって　　AP=オ4AB+
カ7
キ2

AC 

(b)　¦ABC の重心を点 G とすると　　 OG=
ク1
ケ3

0OA+OB 1+OC

点 Q は線分 OB を 2：1 に内分する点であるから OQ=
2

3
OB が成り立ち，

　　 AQ=OQ -OA=
2

3
OB-OA=8-

4

3
，-

4

3
， 9-2 - 0-1，0， 1-2

　　　　 =8 9
コサ-1

シ3
，

スセ-4
ソ 3

，タ 0  
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(c)　点 R は線分 OC を 2：1 に内分する点であるから， OR=
2

3
OC が成り立つ．

よって， OB=
3

2
OQ， OC=

3

2
OR であるから， OS=tOA+uOB+vOC　……③　より

　　 OS=tOA+u8 9
3

2
OQ +v8 9

3

2
OR =tOA+

3

2
uOQ +

3

2
vOR

点 S が 3 点 A，Q，R を通る平面 a 上にあるとき　t+
チ 3
ツ 2

u+
テ3
ト2

=1　……④　が成り立つ．

 また，点 S が直線 OG 上にあるとき，実数 k を用いて

　　 OS=kOG=
k
3

OA+
k
3

OB+
k
3

OC　……⑤

が成り立つ．

OA， OB， OC は同一平面上にないから，③，⑤ より　t=
k
3
， u=

k
3
，v=

k
3

④ に代入すると　　 
k
3

+
3

2
･

k
3

+
3

2
･

k
3

=1　　　+　 k=
3

4

A

Q

R
M

S

③

①

よって， OS=
ナ3
ニ4

OG となる．

このとき t=
1

4
， u=

1

4
， v=

1

4
 より

　　　OS=
1

4
OA+

3

8
OQ+

3

8
OR

　　　OS-OA=
3

8 0OQ 1-OA +
3

8 0OR 1-OA

　　　 AS=
3

8
AQ+

3

8
AR=

3

4 8 9
+AQ AR

2

AM=
+AQ AR

2
 とおくと， 点 M は線分 QR の中点であり， AS=

3

4
AM より，点 S は線分 AM を 3：1 に

内分する点である．よって，点 S は ¦AQR の内部（ ヌ  ）に存在する．

四面体 O-AQR の体積を 1V ，四面体 O-ABC の体積を 2V  とする．

¦OQR と ¦OBC は同一平面上の三角形であり，これらを底面と考えると， 2 つの四面体の高さは等しいから

　　　 1V =
△OQR

△OBC 2V =
2

3
･

2

3 2V =
4

9 2V

よって， 1V  は 2V  の 
ネ4
ノ9

 倍である．

O

B

C

A

Q

R
② ①

2

1
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t (a)　AP の AB や AC への正射影ベクトルを考えると，内積の式を容易に立てることができる．

A
B

C

M

N

P

AP cos4PABAP cos4PAC

AP･AB= AP AB cos4PAB =
1

2
2

AB  が成り立つから

　　 0sAB 1+tAC ･AB=
1

2
2

AB

　　 6s-6t=
1

2
･6　　　+　 2s-2t=1　……①

同様に， AP･AC=
1

2
2

AC  が成り立つから

　　 0sAB 1+tAC ･AC=
1

2
2

AC

　　 -6s+8t=
1

2
･8　　　+　 -3s+4t=2　……②

①%2+② より　　 s=4 

① に代入すると　　 8-2t=1　　　+　 t=
7

2

よって　　 AP=オ4AB+
カ7
キ2

AC
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Ⅲ

PQ

R

M

x 

 y

 O

PQ
M

h

x 

y 

z

A

B

B

A

H

(1)(a)

4POM=h  00(h 1(p  とおくと　　AP=h

このとき　　PR=PQ=2PM=2sinh

よって，線分 PR が通過してできる曲面の展開図は，横軸に弧 AP の長さ h，縦軸に線分 PR の長さ 2sinh を

とったグラフを考えると， ア  である．また，その面積は

　　 　　Q 0

p

2sinh  dh=
0

p

4 5-2cosh =イ4 

¦QHM は直角二等辺三角形であるから， QM=sinh  より　　QH=
1

U2
QM=

1

U2
sinh

また， △QPR も直角二等辺三角形であるから　　QR=U2 QP=2U2 sinh

HR=QR-QH=
3U2

2
sinh  であるから　　QH：HR=

1

U2
sinh：

3

2 U2 sinh=1：3 

よって，点 H は線分 QR を 1：ウ3 に内分する点である．

また， MH=QR=
1

U2
sinh  より sinh =U 2 MH，OM=cosh  であるから，

　　 2sin h + 2cos h =エ2% 2
0 1MH + 2

0 1OM =1 

が成り立つ．

OM5MH であるから， OM=X， MH=Yとおくと　　2 2Y + 2X =1　　　+　 2X +
2Y

2

8 9
1

U2

=1

よって，線分 MH が通過する領域の境界線は，長半径 1 ，短半径 
1

U2
 の楕円であるから，線分 MH が通過する

領域の概形は オ  である．またその面積は，　 
1

2
%

1

U2
･1･p= U

カ2
キ4

p　である．

(b)　点 P が点 A から点 B まで移動するとき，線分 QR が通過してできる曲面を U とする．

曲面 U 上において， 2 点 A，B を結ぶ最も短い曲線は，線分 AB を含む平面と曲面 U の交線となるときである．

線分 AB と点 H の軌跡を含む平面は，線分 QR と常に垂直である．線分 AB を含み，点 H を含まない平面と U の

交線の長さは，正射影を考えると点 H の軌跡を含む平面とのなす角を y 8-
p

2
<y 9<

p

2
 として 

1

cosy
 0 1)1  倍

となる．よって，曲面 U 上において，2 点 A，B を結ぶ最も短い曲線は設問 (a) で考えた点H（ ク ）が描く軌跡

である．
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(c)　線分 PQ を直径とする xz 平面に平行な円上の点を S とすると， MS=MP=sinh  が成り立つから

　　　 2OS = 2OM + 2MP = 2cos h+ 2sin h =1 

　よって，線分 PQ を直径とする xz 平面に平行な円が通過してできる立体は，原点を中心とする半径 1 の球

　であるから，その体積は 
ケ4
コ3

p である．

　また，三角形 PQR の面積は，線分 PQ を直径とする円の面積の

　　　　　 

･
1

2
PQ PR

p
2

0 1PM
=

1

2
2

0 12sinh

p 2
0 1sinh

=
サ2

p
 倍

　である．したがって，三角形 PQR の周および内部が通過してできる立体の体積 V は，線分 PQ を直径とする

　 xz 平面に平行な円が通過してできる球の体積 
4

3
p の 

2

p
 倍であるから

　　　　 　V=
4

3
p･

2

p
=

シ8
ス3

x 

 z

 O 1-1

2 

(2)　P 0 11，0，0  のとき，Q 0 1-1，0，0  であるから，放物線 L を表す方程式は

　　　 y=0，z=a0x 1-1 0x 1+1  0a 1'0  　 0ただし，-1(x 1(1  

とおける．これが T 0 10，0，2  を通るとき　　2=-a　　　+　 a=-2

よって，放物線 L を表す方程式は，

　　　 y=0， z=-20x 1-1 0x 1+1 =セソ +-2 2x タ2　 0ただし，-1(x 1(1

この放物線と線分 PQ で囲まれる図形の面積は

　　　 Q-1

1

-20 1-x 1 0 1+x 1  dx=
2

6
3

0 1+1 1 =
チ8
ツ3

点 P が点 A から点 B まで移動するとき，放物線 L と線分 PQ で囲まれる図形が通過してできる立体の体積を W 

とする．

P 0sinh， 1-cosh，0 ，Q 0-sinh， 1-cosh，0 を通る放物線 L と線分 PQ で囲まれる図形の面積を S0 1h  とする．

0<h<p のとき，放物線 L の方程式は，

　　　 y=0， z=b0x 1-sinh 0x 1+sinh  0b 1'0 　 0ただし，-sinh(x 1(sinh

とおけるから，T 00， 1-cosh，2sinh  を通るとき

　　　　 2sinh=-b 2sin h　　　+　 b=-
2

sinh

よって，

x 

 z

 O sinh

2sinh 

-sinh

　　 S0 1h =Q-sin h

sin h

-
2

sinh 0 1-x sinh 0 1+x sinh  dx

　　　　 =
2

6sinh

3
0 1+sinh sinh =

8

3
2sin h  

S0 10 =S0 1p =0 であるから，これは h=0，p のときも成り立つ．

OM=cos =h u  とおくと，立体が xz 平面に関して対称であることから，

　　　　　　W=2Q 0

1 8

3
2sin h  du=

8

3 Q 0

1
2sin hdu
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u=cosh  より　　 
du
dh

=-sinh， 

x  0 1

t
p

2
0

よって　　 W=
16

3 Q p
2

0
2sin h 0 1-sinh  dh=

16

3 Q 0

p

2
3sin h  dh

　　　　　　 =
16

3 Q 0

p

2

sinh 0 1-1 2cos h  dh=
16

3 0

p

2

< =+-cosh
1

3
3cos h

　　　　　　 =
16

3 81 9-
1

3
=

テト32
ナ9

t

点 P が点 A から点 B まで移動するとき，放物線 L と線分 PQ で囲まれる図形が通過してできる立体の，平面 y=t 

0-1(t 1(1  による断面の面積を S0 1t  とおく．また，立体の体積を W とおく．

-1<t<1 のとき，P 0 1U -1 2t ，t，0  0-1<t 1<1  とすると　　Q 0 1-U -1 2t ，t，0

x 

 z

 O
U -1 2t  

2U -1 2t

-U -1 2t  

このとき，放物線 L の方程式は

　　　 y=0， z=p0x 1-U -1 2t 0x 1+U -1 2t

とおけるから，点 T 0 10，t，2U -1 2t  を通るとき

　　 2U -1 2t =-p0 1-1 2t 　　　　+　 p=-
2

U -1 2t

よって，

　　 S0 1t =Q-U -1
2

t

U -1
2

t

-
2

U -1 2t
0 1-x U -1 2t 0 1+x U -1 2t  dx

　　　　=
1

3U -1 2t

3

0 1+U -1 2t U -1 2t =
8

3 0
1 1- 2t

S0 10 =S0 11 =0 であるから，これは t=0，1 のときも成り立つ．

したがって，立体が xz 平面に関して対称であることに注意すると，

　　 W=2Q 0

1 8

3 0 1-1 2t  dt=
16

3 0

1

< =-t
1

3
3t =

テト32
ナ9
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