
【　講　評　】

　例年と同様の形式で出題された．出題分野も確率，微分法 ! 積分法［数学Ⅲ］，整数の性質，空間図形（空間座標）

と変化がなく，対策ができていた人にとっては取り組みやすい試験であった． 50%～ 60% の得点を目指したい．

以下，大問ごとに述べる．

１．確率【やや易】

　番号のついた球の取り出し方に関する確率の問題であった．前半は不等式の解の個数を，重複組合せの考え方で求め

ると楽であるが，書き出してしまっても面倒ではない．後半は 2 つの数字の積に関する表を用いて効率よく数えたい．

例年通りこの問題の難易度は低いので，確実に得点してもらいたい．

２．微分法 ! 積分法［数学Ⅲ］【標準】

　積分方程式（関数方程式）から関数を求め，その関数のグラフで作られる面積に関する極限を求める問題であった．

典型的な問題であり，計算量も多くないので，ここは確実に得点する必要があるだろう．

３．整数の性質【やや難】

　背理法を用いて無理数であることを示す典型的な問題であるが，矛盾を導く際に剰余に注目することや，無限降下法

を用いる必要があるため，類題を解いた経験がある人でないと完答は難しい．対策ができていたかどうかで，差がつき

そうな問題である．

４．ベクトル （ 微分法［数Ⅲ］）【標準】

　(1) は空間座標内の 2 直線の交点の関係式を求める問題であった．やや計算が煩雑であるが，特別な発想は必要ない問

題なので，確実に得点したい．(2) の内積の最大値は，設問 (1) を誘導と考え，連立方程式の実数解条件（逆像法）を用

いるのが良いだろう．文字消去を行ってもよいが，やや計算が煩雑になる．この設問は差がつきそうである．

【　解　答　】

１．（ア） 
14

125
，　（イ） 

18

625

２．(1)　 h-0 1x =
-

x
ne ， h0 1x =n01 1-

-
x
ne 　　(2)　 a=n，　　(3)　 

2
3 6

log 0 1+1 U2 +1 7-U2

３．解説参照

４．　(1)　 2a + 2b + 2c =1，　　(2)　 0 1a，b，c =8
2
3
，

2
3
， 9-

1
3

 のとき，最大値 3
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【　解　説　】

１
(ア)　 1r ， 2r ， 3r ， 4r  が自然数のとき， a を 0 以上の整数として，

　　　　 >
(+++1r 2r 3r 4r 8

(1 (1r ， 2r ， 3r ， 4r 5
 

　　　　 C>
=++++1r 2r 3r 4r a 8

(1 (1r ， 2r ， 3r ， 4r (5，0 (a 4
 

　　　　 C>
=++++1r 2r 3r 4r 0 1+a 1 9

(1 (+1r ， 2r ， 3r ， 4r ，a 1 5
 

　よって， 1r + 2r + 3r + 4r (8 となる場合の数は， 5 人で 9 個のりんごを 1 人 1 以上もらう形で分ける場合の数と

　等しく，

　　　　 48C =70 通り

　ゆえに，求める確率は　 
70

45
=

ア 14

125

　t

　　数え上げると，次のようになる。 

　　　　 6 71r ， 2r ， 3r ， 4r =6 71，1，1，1 ， 6 71，1，1，2 ， 6 71，1，1，3 ， 6 71，1，1，4 ， 6 71，1，1，5 ，

　　　　　　　　　　　　   6 71，1，2，2 ， 6 71，1，2，3 ， 6 71，1，2，4 ， 6 71，1，3，3 ，

　　　　　　　　　　　　   6 71，2，2，2 ， 6 71，2，2，3 ，

　　　　　　　　　　　　   6 72，2，2，2

　　数字が 4 つ同じものが 2 通り，数字が 3 つ同じものが 5 通り，数字が 2 つずつ同じものが 2 通り，

　　数字が 2 つのみ同じものが 2 通りであるので， 0 11r ， 2r ， 3r ， 4r  の組み合わせは，

　　　　　 2･1+5･
4!

3!
+2･

4!

2!2!
+3･

4!

2!
=70通り 

　　ゆえに，求める確率は　 
70

45
=

ア 14

125
 

(イ)　 1r 2r ， 3r 4r  のとり得る値は，次の表のようになる．

　　　　

1r / 2r  1  2  3  4  5 

1 1 2 3 4 5

2 2 4 6 8 10

3 3 6 9 12 15

4 4 8 12 16 20

5 5 10 15 20 25

 

　よって， 
4

1r 2r
+

2

3r 4r
=1 となるのは，

　　　　 0 11r 2r ， 3r 4r =0 15，10 ， 0 16，6 ， 0 18，4 ， 0 112，3  

　のときであるので，

　　　　 2%2+ 22 +2%3+2%2=18 通り

　ゆえに，求める確率は　 
18

45
=

イ 18

625
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２

(1)　 f0 1x =x+
1
n Q 0

x

f0 1t  dt より　　 f-0 1x =1+
1
n

f0 1x

よって，h0 1x =
-

x
ne f0 1x  より

　　　 h-0 1x =-
1
n

-
x
ne f0 1x +

-
x
ne ･f -0 1x  -

1
n

-
x
ne f0 1x +

-
x
ne ･>1 ?+

1
n

f0 1x

　　　　　  =
-

x
ne

これを用いると

　　 h0 1x =Q
-

x
ne  dx=-

-
x
nne +C

f0 10 =0 より h0 10 = 0e f0 10 =0 であるから　　 - 0ne +C=0　　　+　 C=n

したがって，　　 h0 1x =-
-

x
nne +n=n01 1-

-
x
ne

(2)　 h0 1x =
-

x
ne f0 1x  より　　 f0 1x =

x
ne h0 1x

(1) の結果より　　 f0 1x =
x
ne 6n0 -1 =71

-
x
ne n0 -

x
ne 11

よって，　　 f-0 1x =n･
1
n

x
ne =

x
ne  

g0 1x =
-

x
nae +1 より　　 g-0 1x =-

a
n

-
x
ne

 2 つの曲線 y=f0 1x  と y=g0 1x  が x=t において，ある 1 点を共有しその点における 2 曲線の接線が直交するとき

　　　　 >
=%f -0 1t g -0 1t -1    ……①

=f0 1t g0 1t     ……②
 

が成り立つ．

① より　　
t

ne %8- 9
a
n

-
t

ne =-1

　　　 　　
a
n

=1　　　+　 a=n

これと ② より，　　 n0
t

ne =1-1 +
-

t

nne n  

n>0 であるから　　 
t

ne -2-
-

t

ne =0　　　+　 -
2

0 1
t
ne -2

t
ne =1 0

t

ne >0 であるから　　 
t

ne =1+U2

両辺の自然対数をとると　　 
t

n
=log 0 1+1 U2  　　　+　 t=nlog0 1+1 U2

以上より，　 n=a  
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x 

 y

 O

y=f0 1x

y=g0 1x

2n 

nlog 0 1+1 U2

(3)　 f0 1x =n0
x
ne 1-1  は単調増加， g0 1x =

-
x
nne +n  は単調減少

であるから，これらを図示すると右図のようになる．

nS  は右図の斜線部分の面積であるから

　　 nS =Q 0

nlog ( )+1 U2

6 7-g0 1x f0 1x  dx

 　　　 =nQ 0

nlog ( )+1 U2

0 1+-
-

x
ne

x
ne 2  dx

　　　 =n
0

nlog ( )+1 U2

4 5+--
-x

nne
x
nne 2x  

　　　 =- 2n 6 +-log ( )+1 U2e -log ( )+1 U2e +72 2 2n log 0 1+1 U2  

　　　 =- 2n 8
1

+1 U2
+1+U2 9-2 +2 2n log 0 1+1 U2  

　　　 =26log 0 1+1 U2 +1 7-U 2 2n  

よって

　　 
=k 1

n

P kS =26log 0 1+1 U2 +1 7-U2
=k 1

n

P
2k

　　　　   =26log 0 1+1 U2 +1 7-U2 ･
1
6

n0n 1+1 02n 1+1

　　　　   =
1
3 6

log0 1+1 U2 +1 7-U2 n0n 1+1 02n 1+1

したがって

　　 
.n *

lim ==k 1

n

P kS

n .n *

lim
1

3 6 7-+log0 1+1 U2 1 U2 8 9+1
1

n 8 9+2
1

n
 

　　　　　　　 =
1
3 6

log0 1+1 U2 +1 7-U2 ･1･2

　　　　　　　 =
2

3 6log 0 1+1 U2 +1 7-U2
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３
r， s の符号にかかわらず

　　　 OP=U +2 2r 3 2s

であるから， r>0， s>0 としても一般性を失わない．

OP が有理数であると仮定すると， OP>0 より，ある自然数 p，q が存在して，

　　　 OP=U +2 2r 3 2s =
q
p
　　+　 2 2r +3 2s =

2q
2p

と表せる．

r，s は正の有理数であるから， r=
b

a
， s=

d

c
 0 1a，b，c，d は自然数  とすると，

　　　　　 
2 2b

2a
+

3 2d
2c

=
2q
2p

　　　　　 2 2b 2c 2p +3 2d 2a 2p = 2q 2a 2c

　　　　　 +　2 2
0 1bcp +3 2

0 1dap = 2
0 1qac

bcp=x， dap=y， qac=z とおくと x， y， z は自然数であり，

　　　　 2 2x +3 2y = 2z 　……①

が成り立つ．すなわち，① を満たす自然数の組 0 1x，y，z  が存在する．

以下の合同式は mod 3 とする．

一般に，整数 n について

　　　 n60  のとき　 2n 60，　　 n=1，2 のとき　 2n 61

が成り立つから，

　　　2 2x 60，2，　 2z 60，1

また，3 2y 60 であるから，① が成り立つのは

　　　2 2x 60　かつ　 2z 60

　　　+　x60　かつ　z60

のときである．

よって， x，z は 3 の倍数であるから， x=3x-，z=3z -  0 1x-，z - は自然数  とおくと，① より

　　　 2 2
0 13x - +3 2y = 2

0 13z -

　　　 18 2x - +3 2y =9 2z- 　　　　+　 2y =30
2z - 1-2 2x -

したがって， 2y  は 3 の倍数であるから， y も 3 の倍数であり， y=3y-  0 1y- は自然数  とおくと

　　　 2
0 13y - =30

2z- 1-2 2x - 　　　+　 2 2x - +3 2y- = 2z - 　……②

このことから，② を満たす自然数 0 1x-，y -，z - =8 9
x
3
，

y
3
，

z
3

 が存在する．

この議論を繰り返すと， 0 1x，y，z 　.　 8 9
x

3
，

y

3
，

z

3
　.　 8 9

x
23
，

y
23
，

z
23

 　.　……　のように，

いくらでも小さい 0 1x，y，z  を求めることができるが，自然数の最小性に矛盾する．

以上より， OP が無理数であることが証明された．
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４

(1)　 AP= 0rcosh，rsinh， 1-1 ， BQ=8 9
1
r

cosh，
1
r

sinh，1  である．

点 R は直線 AP 上にあるから，実数 k を用いて次のように表せる．

　　　 OR=OA+kAP =0 10，0，1 +k0rcosh，rsinh， 1-1 =0krcosh，krsinh，1 1-k

また，点 R は直線 BQ 上にあるから，実数 l を用いて次のように表せる．

 　　　 OR=OB+lBQ=00，0， 1-1 +l8 9
1
r

cosh，
1
r

sinh，1 =8
l
r

cosh，
l
r

sinh，l 9-1

これらの各成分を比較すると　F
=krcosh

l
r

cosh  ……①

=krsinh
l

r
sinh  ……②

=-1 k -l 1  ……③

 

① より　　 0
2kr 1-l cosh=0

任意の -p(h<p で成り立つとき　　 2kr -l=0

③ より l=2-k であるから，これを代入すると

　　　　　 2kr -02 1-k =0　　　+　k=
2

+1 2r

また，　　 l=2-
2

+1 2r
=

2 2r

+1 2r

これらは ② を満たす．

このとき，OR=8 9
2r

+1 2r
cosh，

2r

+1 2r
sinh，

-2r 1

+1 2r
 となるから

　　　 a=
2r

+1 2r
cosh， b=

2r

+1 2r
sinh， c=

-2r 1

+1 2r
 

よって，

　　　 2a + 2b + 2c =
+4 2r 0 1+2cos h

2sin h
2

0 1-2r 1

0 1+1 2r
=

++4r 2 2r 1
2

0 1+1 2r
=

2
0 1+1 2r

2
0 1+1 2r

=1

したがって， a， b， c の間に成り立つ関係式は 2a + 2b + 2c = 1 である．

(2)　 OG･OR=4a+b+c=p とおく．

rcosh=
1
2

 のとき，(1) から　　a=
2r

+2 2r
cosh=

1

+1 2r
　……④

c=
-1 2r

+1 2r
 より　　 c01 1+ 2r =1- 2r 　　　+　 2r =

-1 c
+1 c

④ に代入すると　　 a=
1

+1
-1 c

+1 c

=
-1 c
2

　　　+　2a=1-c

また，(1) より 2a + 2b + 2c =1 が成り立つから， a， b， c の連立方程式

　　　 F
=++4a b c p  ……⑤

=2a -1 c  ……⑥

=++2a 2b 2c 1  ……⑦

 

を満たす実数 a， b， c が存在するときの， p のとり得る値の範囲を求める．
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⑥ より c=1-2a  であるから，⑤ に代入すると

　　　　 4a+b+1-2a=p　　　+　 b=p-2a-1　……⑧

これらを ⑦ に代入すると，

　　　 2a + 2
0 1--p 2a 1 + 2

0 1-1 2a =1

　　　+　 9 2a -4pa+ 2p -2p+1=0　……⑨

 a の 2 次方程式 ⑨ の判別式を D とすると，実数解をもつとき

　　　 
D
4

=4 2p -90
2p -2p 1+1 )0

　　　 62p-30p 71-1 62p+30p 71-1 )0

　　　 0p 1-1 05p 1-3 (0　　　+　 
5
3
(p(3  

p=3 のとき，⑨ の重解は　　a=
2p
9

=
2
3

これを⑥，⑧ に代入すると　　 b=3-
4
3

-1=
2
3
， c=1-

4
3

=-
1
3

以上より，内積 OG･OR は 0 1a，b，c =8
2
3
，

2
3
， 9-

1
3

 のとき，最大値 3 をとる．

t　(1) はベクトルの成分に注目して，次のように解くこともできる．

 AP= 0rcosh，rsinh， 1-1 ，BQ=8 9
1

r
cosh，

1

r
sinh，1  より，実数 s， t を用いて 

　　　AR=sAP， BR=tBQ

と表せるから，

　　　AR･BR=stAP･BQ=st0
2cos h + 2sin h 1-1 =0

よって，AR6'0， BR'0 より AR5BR が成り立つから，R は中心 0 10，0，0 ，半径 1 の球面上にある．

したがって， OR=1 より　　 2a + 2b + 2c =1

t　(1) は図形的に解くこともできる．

A，B，P，Q，R を含む平面を抜き出すと，次の図のようになる．

(ⅰ)　r>1 のとき　　　　　　　　　　　(ⅱ)　 0<r<1 のとき　　　　　　　　(ⅲ)　 r=1 のとき

 O

A

B

P

Q

R

 O

A

B

P Q

R

 O

A

B

P=Q=R

1
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(ⅰ)　r>1 のとき

OP=r，OA=1，OQ=
1

r
，OB=1 より　　OP：OA =OB：OQ=r：1

さらに，4AOP=4QOB=
p

2
 であるから　　△AOPQ△QOB

 よって，4OPA=4OBQ，4OAP=4OQB であるから，

　　　 △OQBQ△RAB　　　+　4ARB=4QOB=
p

2

したがって，点 R は AQ を直径とする円周上の点である．

 ここで，¦ABQ は QA=QB の二等辺三角形であるから，　4OAQ=4OBQ

円周角の定理により， 4OAQ =4OQR であるから　　 4OBQ=4ORQ 

よって，¦OBR は二等辺三角形であるから　　OB=OR=1

(ⅱ)　 0<r<1 のとき

(ⅰ) の A とB，P と Q をそれぞれ入れ替えれば，同じ議論により OR=1 が成り立つ．

(ⅲ)　 r=1 のとき

P，Q，R が一致するから， OR=1 が成り立つ．

(ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ) より，R 0 1a，b，c  について OR=1 が成り立つから，

　　　　 2a + 2b + 2c = 1 

t　(2) は文字消去によって解くこともできる．

(1) より　　a=
2r

+1 2r
cosh， b=

2r

+1 2r
sinh， c=

-2r 1

+1 2r
 

　　 OG･OR=4a+b+c=
1

+1 2r 08rcosh +2rsinh + 2r 1-1

rcosh=
1

2
 より r=

1

2cosh
 であるから

　　 OG･OR=
1

+1
1

4 2cos h

84+
sinh

cosh
+

1

4 2cos h 9-1

　　　　　　 =
4

+4 0 1+1 2tan h >4+tanh+
1
4 0

1 1+ 2tan h ?-1

　　　　　　 =
++2tan h 4tanh 13

+2tan h 5

ここで， tanh=x とおくと　　OG･OR=
++2x 4x 13

+2x 5

r>0 より cosh=
1
2r

>0 であるから， -
p

2
<h<

p

2
 となり， x はすべての実数をとる．

以下， f0 1x =
++2x 4x 13

+2x 5
 とおき， f0 1x  の最大値を求める．

　　 f-0 1x =
-0 1+2x 4 0 1+2x 5 ･0 1++2x 4x 13 2x

2
0 1+2x 5

=
-40 1+x 5 0 1-x 1

2
0 1+2x 5
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よって， f0 1x  の増減は次のようになる．

　　　 

x -5 1

f-0 1x - 0 + 0 -

f0 1x : 9 :

f0 11 =3 であり，
.x -*

lim f0 1x =
.x -*

lim

++1
4
x

13
2x

+1
5

2x

=1 であるから， f0 1x  は x=1 のとき最大値 3 をとる．

x=tanh =1 8-
p

2
<h 9<

p

2
 より，　　cosh=

1

U2
， sinh =

1

U2

よって，r=
1

･2
1

U2

=
1

U2
， 

1

+1 2r
=

1

+1
2

8 9
1

U2

=
2
3

 であるから，

　　 a=
2

3
･2･

1

2
=

2

3
， b=

2

3
･2･

1

U2
･

1

U2
=

2

3
， c=

2

3 8
1

2 9-1 =-
1

3

以上より， OG･OR は 0 1a，b，c =8
2
3
，

2
3
， 9-

1
3

 のとき，最大値 3 をとる．

　0　上の t では r を消去したが，h を消去してもよい．

　(1) より　　a=
2r

+1 2r
cosh， b=

2r

+1 2r
sinh， c=

-2r 1

+1 2r
 

　　　 OG･OR=4a+b+c=
1

+1 2r 08rcosh +2rsinh + 2r 1-1  

　rcosh=
1
2

 より cosh=
1
2r

 であるから　　 sinh =$U -1 2cos h =$U -4 2r 1

2r

　よって

　　　 OG･OR=
1

+1 2r 04$U -4 2r 1 + 2r 1-1 =
$+3 2r U -4 2r 1

+1 2r

　最大値について考えるから，U -4 2r 1 >0 より OG･OR=
++3 2r U -4 2r 1

+1 2r
 について考える．

　U -4 2r 1 =x  とおくと　　 4 2r -1= 2x 　　　+　 2r =
1
4 0

2x 1+1

　これを代入すると　　 OG･OR=
++3

1

4 0 1+2x 1 x

+1
1

4 0 1+2x 1

=
++2x 4x 13

+2x 5
　 0 1=f0 1x  

　以下，t と同じ．
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