
【　講　評　】

　例年通り，大問 4 題で出題された．昨年と同様，小問集合は 1 題であった．手のつけられないような難問は出題されなかったが，

 １  や 2  など，受験生にはやや解きづらい問題が多く，昨年より若干難易度が上がったと言える．65 % 以上の得点ができればよ

いだろう．以下，大問ごとに特徴を述べる．

 1  　複素数平面／いろいろな曲線　【標準】

　1 の 5 乗根と双曲線に関する融合問題であった． 1 の n 乗根に関する学習がしっかりとできていない人にとっては解きづらい

問題であり，差がつきそうな問題である．

 2 　小問集合　【標準】

　(1) は多変数式から値域を求める問題であった．様々な解法が考えられ，苦手とする人が多いテーマである．できなかった人は

今後の試験に向けてしっかりと復習してもらいたい．(2) は簡単な指数不等式であるから，ここは落とせない．(3) は類題を解いた経

験がないとやや解きづらい問題であるが，本年の帝京大，久留米大でも出題されている問題なので，試験後の復習が徹底できて

いたかどうかが鍵となる．(4) は対数の大小比較の問題で，敬遠する人が少なくないテーマであるが，定石通り差の符号を調べたり，

相加･相乗平均の不等式を用いるだけであるため，いくつかの設問は解いておきたい．

 3 　積分法（数学Ⅲ）　【標準】

　斜軸回転体の体積を求める問題であった．各設問が体積を求めるための誘導となっているので，流れに沿って解き進めていけ

ば問題ない．ベータ関数の積分公式（0参照）や，傘型積分（t参照）を覚えていた人には大いに有利に働いたであろう．

覚えてない人はぜひ確認しておいてもらいたい．

 4 　場合の数　【標準】

　 2 枚のカードの取り出し方の総数を求める問題であった．いずれの設問も，条件を満たす場合を書き出すことで求めることがで

きるが， (1-3)，(1-4) の n が含まれるものはやや解きづらかったかもしれない．(1-1)，(1-2 ) が具体例になっていることに気づ

きたい．(2) は (1) ができていれば，簡単な計算問題である．

【　解　答　】

 1 　(1)　 -1，　(2)　 
-3 U5

2
，　(3)　 0，　(4)　 

1

U3
，

 2 　(1)　 0(c(
16
3
，　(2)　 -2(x(0，　(3)　 1( a+b (3，　

(4)(4-1)　 x>y，　(4-2)　 y>w，　(4-3)　 z>x>y>w

 3 　(1)　 0 14，3，　(2)　 y=
25
28

2x -
4
3

x，　(3)　 h=
5
12 0

4p 1- 2p ，　(4)　 t=
5
16

2p ，　(5)　 V=
200
27

p

 4 　(1)(1-1)　12（通り），　(1-2)　16（通り），　(1-3)　 
1

4
n0n 1-2 （通り），　(1-4)　 

1

4
2

0 1-n 1 （通り），　

(2)　 p=28， n=64
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【　解　説　】

１

Re

Im
z

2z

3z = 2z

4z = z

5z =1

+z z

2
=cos

2

5
p

z=cos
2

5
p +isin

2

5
p  より　　 5z =cos2p+isin2p=1

　　　 0z 1-1 0
4z + 3z + 2z +z 1+1 =0

z'1 より　　 4z + 3z + 2z +z+1=0　……①

また， 5z =1 より　　 2z =
1

3z
， 4z =

1
z

z =1 より　　 2z =z z =1　　　+　 z =
1
z

これらを用いると　　 w = z + 3z =
1
z

+
1

3z
= 4z + 2z

したがって　　 w+ w = 3z +z+ 4z + 2z =-
( )11 　 0 18  ①  

　　 ww= 0z 1+ 3z 0
4z 1+ 2z = 7z +2 5z + 3z = 2z + 2z +2

　　　　 = 2
0 1+z z -2zz +2= 2

0 1+z z 　 08  z z = 2z 1=1  

ここで，① の両辺を 2z 0 1'0  で割ると　　 2z +z+1+
1
z

+
1

2z
=0

　　　 
2

8 9+z
1

z
+8z 9+

1

z
-1=0　　　+　 z+

1

z
=

$-1 U5

2

z+
1
z

=z+ z =2cos
2
5
p >0 であるから　　z+ z =

+-1 U5

2

よって　　 ww=
2

8 9
+-1 U5

2
=

-3 U5

2

したがって，ww  の実部は 
( )2

-3 U5

2
，虚部は 

( )30  である．

3z =
1

2z
= 2z  であるから，複素数平面上の 2 点 2z  と 3z  は実軸に関して対称である．

2z  と 3z  の実部は cos
4
5
p<0 であるから， 2z ， 3z  を 2 つの焦点とする双曲線を，実軸正の方向に cos

4
5
p  

だけ平行移動した双曲線を xy 平面において考えると，その方程式は

　　　 
2x
2a

-
2y
2b

=-1　 0a>0，b 1>0  

x 

 y

 O

2z

3z

x 

 y

 O

sin
4

5
p

-sin
4
5
p  

と表すことができる．

-2-



焦点からの距離の差の大きさが， 2z  の虚部 sin
4

5
p  であるから，

　　　　　2b=sin
4
5
p　　+　 b=

1
2

sin
4
5
p　……②

また，焦点は 80， 9$sin
4
5
p  であるから　　U +2a 2b =sin

4
5
p　　+　 2a + 2b = 2sin

4
5
p

これに ② を代入すると　　 2a +
1
4

2sin
4
5
p= 2sin

4
5
p　　　+　 2a =

3
4

2sin
4
5
p

a>0，sin
4
5
p>0 であるから　　 a= U3

2
sin

4

5
p　……③

よって，双曲線の漸近線の傾きの絶対値は　　
b

a
=

1
2

sin
4
5
p

U3

2
sin

4

5
p

=
( )4

1

U3

t　 cos
2
5
p は次のように求めてもよい．

h=
2
5
p とおくと， 5h=2p　　　+　　 2h=2p-3h

よって　　 sin2h=sin 0 1-2p 3h =-sin3h

　　　　　 2sinhcosh+3sinh-4 3sin h=0

　　　　　 sinh 62cosh+3-401 71- 2cos h =0

　　　　　 sinh 04
2cos h+2cosh 1-1 =0

sin
2
5
p>0 であるから　　4 2cos h +2cosh-1=0　　　+　 cosh=

$-1 U5

4

cos
2
5
p>0 であるから　　 cos

2

5
p=

+-1 U5

4
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２
(1)　 a+b+c=8 より　　 a+b=8-c　……①

2a + 2b + 2c =32 より　　 2
0 1+a b -2ab=32- 2c

① を代入すると　　 2
0 1-8 c -2ab=32- 2c 　　　+　 ab= 2c -8c+16　……②

①，② より， a， b は x の 2 次方程式

　　 2x -0a 1+b x+ab=0

　　+　 2x -08 1-c x+ 2c -8c+16=0　……③

の 2 解である．すなわち，各 c に対して，③ が実数解をもてば，対応する実数 a，b が存在する．

よって，③ の判別式 D について　　 D= 2
0 1-8 c -40

2c -8c 1+16 )0

　　　 3 2c -16c(0

　　　 c03c 1-16 (0　　+　 0(c(
16

3

t

（その１）

コーシー･シュワルツの不等式より，実数 a，b，x，y   について

　　　 0
2a 1+ 2b 0

2x 1+ 2y ) 2
0 1+ax by

が成り立つ．

x=y=1 とすると　　 0
2a 1+ 2b 01 1+1 ) 2

0 1+a b 　　　+　 20
2a 1+ 2b ) 2

0 1+a b  

2a + 2b =32- 2c ， a+b=8-c， x=y=1 であるから，

　　　 2032 1- 2c ) 2
0 1-8 c

　　　 3 2c -16c(0

　　　 c03c 1-16 (0　　　+　 0(c(
16
3

左の等号は a=b=4，右の等号は a=b=
8

3
 で確かに成り立つ．

（その２）

a+b+c=8　……①， 2a + 2b + 2c =32　……②

空間座標内の点 P 0 1a，b，c  をとると，① より n=0 11，1，1  に垂直で 8 9
8

3
，

8

3
，

8

3
 を通る平面上にあり，

② より 0 10，0，0  を中心とする半径 4U2  の球面上にあることがわかる．

①

②

O

原点と平面との距離は　　 
-8

U ++1 1 1
=

8

U3

平面 ① と球面 ② の交線である円の中心は 8 9
8
3
，

8
3
，

8
3

であり，

　　 ] -2
0 14U2

2

8 9
8

U3
=]

-96 64

3
=

4U6

3
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また， n= 0 11，1，1  に垂直で互いに垂直なベクトルとして

　　　 u= 01， 1-1，0 ， v=01，1， 1-2

があり， u =U2 ， v =U6  であるから， 0 1a，b，c  は実数 h 00(h 1<2p  を用いて

　　 0 1a，b，c =8 9
8

3
，

8

3
，

8

3
+

4U 6

3 >
1

U2
01， 1-1，0 cosh+

1

U6
01，1， ?1-2 sinh

と表すことができるから，

　　　c=
8
3

-
8
3

sinh

 0(h<2p より -1(sin (h 1  であるから，

　　　　 0(
8
3

-
8
3

sinh(
16
3

　　　+　0(c(
16
3

 

(2)　 
x

8 9
1

8
(21

x

8 9
1

2
-20 より　　 

3

> ?
x

8 9
1

2
-21

x

8 9
1

2
+20(0

X=
x

8 9
1

2
 とおくと　　 3X -21X+20(0

　　 0X 1-1 0
2X +X 1-20 (0

　　 0X 1-1 0X 1-4 0X 1+5 (0

X=
x

8 9
1

2
>0 であるから　　 1(X(4

よって　　 1(
x

8 9
1

2
(4　　　+　

0

8 9
1

2
(

x

8 9
1

2
(

-2

8 9
1

2

底 
1
2

<1 に注意すると　　 -2(x( 0

(3)　 a+3b =5 より　　 
2

a +6a･b+9
2

b =25　……①

3a-b =5 より　　 
2

a -6a･b+
2

b =25　……②

①%9-② より

　　 60a･b+80
2

b =8･25　　　+　 
2

b =
5

2
-

3

4
a･b　……③

②%9-① より

　　 80
2

a -60a･b=8･25　　+　 
2

a =
5
2

+
3
4

a･b　……④

また， a+3b  と 3a-b  のなす角を h とすると，これらは a，b について 1 次独立であるから，h は任意の角度を

とりうる．

　　 0a 1+3b ･ 03a 1-b = a+3b 3a-b cosh

　　 3
2

a +8a･b-3
2

b =5･5･cosh

③，④ を代入すると

　　 38
5
2

+
3
4

a 9･b +8a･b-38
5
2

-
3
4

a 9･b =25cosh

　　 
25
2

a･b=25cosh　　　+　 cosh=
1
2

a･b
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-1(cosh(1 であるから　　 -1(
1

2
a･b(1　　　+　 -2(a･b(2　……⑤

③，④ より

　　 
2

+a b =
2

a +2a･b+
2

b =
5
2

+
3
4

a･b+2a･b+
5
2

-
3
4

a･b

　　　　　   =5+2a･b 

であるから，⑤ より　　 1( a+b (9

a+b )0 より　　 1( a +b (3

t

p=a+3b　……①， q=3a-b  ……② とおくと　　 p = q =5

①+②%3 より　　 p+3q=10a　　　+　 a=
1
10 0p 1+3q

①%3-② より　　 3p-q=10b　　　+　 b=
1

10 03p 1-q

よって　　 a+b =
1
10 0p 1+3q +

1
10 03p 1-q =

1
5

2p+q

ここで， 2 p - q ( 2p+q (2 p + q  が成り立つから

　　　　 2･5-5 ( 2p+q (2･5+5

　　　　 1(
1
5

2p+q (3　　　+　 1( a +b (3

等号は q=$p のとき，確かに成り立つ．

(4)(4-1)　 x-y= alog Uab - alog b

alog Uab
=

-
1

4
2

0 1alog ab alog b

1

2 alog ab

 

　　　　　　　 =
-2

0 1+1 alog b 4 alog b

20 1+1 alog b
=

2

0 1-1 alog b

20 1+1 alog b

a>1， b>1， a'b  より　　 alog b >0， alog b'1 

よって　　 
2

0 1-1 alog b

20 1+1 alog b
>0　　　+　 x>y

(4-2)　 y=
1

blog
+a b

2

， w=
1

blog Uab
 である．

a>1，b>1， a'b  であるから，相加相乗平均の不等式により

　　　　　
+a b
2

>Uab 　……①

が成り立つ．

b>1 であるから，両辺の b を底とする対数をとると

　　　 blog
+a b
2

> blog Uab
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+a b

2
>1， Uab >1 より両辺正であるから，逆数をとると

　　　 
1

blog
+a b

2

<
1

blog Uab
　　+　 w<y

(4-3)　(4-1)(4-2) より　　 x>y>w

a>1 であるから，① の両辺の a を底とする対数をとると

　　 z= alog
+a b
2

> alog Uab =x 

したがって　　 z>x>y>w

u　結果だけを問われている問題であるから，次のように考えてもよい．

a， b は 1 より大きく相異なる任意の実数であるから， a=2， b=4 などとすれば，

　(4-1)　 x= 2log U ･2 4 =
3

2
， y= =

U ･2 4log 4
4

3
より　 　x>y

　(4-2)　 w= +2 4
2

log 4 = 3log 4 ， y=
4
3

= 3log
4

33  より　　 w<y  　 08  34 < <
3

0 1
4
33  より 4 1

4
33

　(4-3)　 z= 2log
+2 4
2

= 2log 3 ， x= 2log
3

22  より　　 z>x　 08  23 > >
2

0 1
3
22  より 3 1

3
22

となることがわかる．
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３

x 

 y

 O

①

A

P

H

B

4

3

t 
h 

p 

②  

5 

y=
3
4

x  ……①， y=f0 1x   ……②　とおく．

(1)　A から x 軸に下した垂線の足を H とすると， △OAH は 3 辺の長さが 3 ,  4 ,  5 の直角三角形であるので，

　A の座標は 0 14 , 3  

(2)　放物線 ② は原点を通るので， y=f0 1x = 2ax +bx とおける．

　 f-0 1x =2ax+b であり，原点における接線が直線 ① と直交することから，

　　　　 f-0 10 =b=-
4
3

 

　さらに ② は A 0 14，3  を通ることから，

　　　　 3=16a-
4
3

 　　 　+　a=
25
48

 

　したがって，② の方程式は　 y=
25
48

2x -
4
3

x 

(3)　 h は点 P 8p，
25
48

2p 9-
4
3

p  と直線 ① の距離であるので，

　　　　 h=
-3p 48 9-

25
48

2p
4
3

p

U +23 2
0 1-4

=
5

12
- 2p +4p  

　 0<p<4 より， - 2p +4p>0 であるので，

　　　　 h=
5
12 0-

2p 1+ 4p  
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(4)　直線 BP は ① と直交することより傾き -
4

3
 であるから，

　　　　 y=-
4
3 0x 1-p +

25
48

2p -
4
3

p=-
4
3

x+
25
48

2p  

　　　　 +　4x+3y-
25
16

2p =0 

　 t は原点と直線 BP の距離であるので，

　　　　 t=
-

25

16
2p

U +24 23
=

5

16
2p  

(5)　求める体積 V は，

　　　　 
V

p
=Q 0

5

=2h dt Q 0

5 25

144
2

0 1+- 2p 4p dt   0 18   0 13  より

　(4) より t=
5
16

2p  とおくと，

　　　　 dt=
5
8

p dp 　　 
t 0  .  5

p 0  .  4
 

　よって，

　　　　 =
V
p Q 0

4

･
25
144

2
0 1+- 2p 4p

5
8

p dp

= =
35

72 23 Q 0

4
3p 2
0 1-4 p dp ･

35
72 23

3!2!

0 1++3 2 1 !
  0 18  0

=
200

27

　　　　 +　V=
200
27

p  

0　積分計算は，以下の公式を用いた．

ベータ関数の積分公式

　 　m， n を 0 以上の整数とするとき，次の式が成り立つ．

　　　　 Q a
b

=m
0 1-x a n

0 1-b x dx
m !n !

0 1++m n 1 !
++m n 1

0 1-b a  

これを用いることで，面積計算時に頻出な

　　 Q a
b

0 1-x a 0 1-b x  dx=
1!1!

0 1++1 1 1 !
++1 1 1

0 1-b a =
1
6

3
0 1-b a

　　 Q a
b

0 1-x a 2
0 1-b x  dx=

1!2!

0 1++1 2 1 !
++1 2 1

0 1-b a =
1

12
4

0 1-b a

などが導出できる．

本年の私立医学部入試でも頻出な積分なので，ぜひ覚えて活用してもらいたい．
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t

　本問は「斜軸回転体の体積」と呼ばれる有名問題であり，次のような傘型積分を用いると，(5) の体積を直接求める

ことができる．

x 

 y

 O

①

② 

A

4

Dx
cosh

 

cosh8
3

4
x 9-f0 1x  

h 
Dx 

h 

x 

　図の打点部の図形は， Dx が十分に小さいときには長方形とみなせる．

　この図形を直線 ① の周りに回転してできる回転体の体積 DV は，図の斜線部の長方形を直線 ② の周りに回転

　してできる円柱の体積と等しいので，

　　　　 DV=p
2

> ?cosh 8 9-
3

4
x f0 1x ･

Dx

cosh
=pcosh

2

8 9-
3

4
x f0 1x Dx 

　これを x=0 から x=4 まで積分で集めたものが求める体積であるので，

　　　　 =V Q 0

4

pcosh
2

8 9-
3

4
x f0 1x dx

=pcosh
2

Q 0

4

8 9-
25

12
x

25

48
2x dx

=pcosh
225
248 Q 0

4
2x 2
0 1-4 x dx

= ･･･p
4

5

45
82 23

2!2!

0 1++2 2 1 !
++2 2 1

0 1-4 0    0 18   0

=
200
27

p
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４
(1)　選んだ 2 枚のカードの数字を 0 1x，y   0x 1<y  と表す．

(1-1)　 n=8 のとき， x+y<8+1=9 となるものは，

　　 0 11，7 ，

　　 0 11，6 ， 0 12，6 ，

　　 0 11，5 ， 0 12，5 ， 0 13，5

　　 0 11，4 ， 0 12，4 ， 0 13，4

　　 0 11，3 ， 0 12，3

　　 0 11，2

であるから，

　　 1+2+3+3+2+1=12（通り）

(1-2)　 n=9 のとき， x+y<9+1=10 となるものは，

　　 0 11，8 ，

　　 0 11，7 ， 0 12，7 ，

　　 0 11，6 ， 0 12，6 ， 0 13，6 ，

　　 0 11，5 ， 0 12，5 ， 0 13，5 ， 0 14，5 ，

　　 0 11，4 ， 0 12，4 ， 0 13，4 ，

　　 0 11，3 ， 0 12，3 ，

　　 0 11，2  

であるから，

　　 1+2+3+4+3+2+1=16（通り）

(1-3)　 n が偶数であるとき， x+y<n+1 となるものは

　　 01，n 1-1 ，

　　 01，n 1-2 ， 02，n 1-2 ，

　　 01，n 1-3 ， 02，n 1-3 ， 03，n 1-3 ，

　　　　…………

　　 81，
n
2 9+1 ， 82，

n
2 9+1 ， 83，

n
2 9+1 ，……………， 8

n
2

-1，
n
2 9+1

　　 8 91，
n
2

， 8 92，
n
2

， 8 93，
n
2

，………………………， 8
n
2 9-1，

n
2

　　　　…………

　　 0 11，3 ， 0 12，3 ，

　　 0 11，2

であるから，

　　 2>1+2+3+……+8
n

2 ?9-1 =2･
1

2 >1+8
n

2 ?9-1 8
n

2 9-1 =
1

4
n0n 1-2 （通り）
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(1-4)　 n が奇数であるとき， x+y<n+1 となるものは

　　 01，n 1-1 ，

　　 01，n 1-2 ， 02，n 1-2 ，

　　 01，n 1-3 ， 02，n 1-3 ， 03，n 1-3 ，

　　　　……………………

　　 8 91，
+n 3
2

， 8 92，
+n 3
2

， 8 93，
+n 3
2

，…………， 8 9
-n 3
2

，
+n 3
2

，

　　 8 91，
+n 1
2

， 8 92，
+n 1
2

， 8 93，
+n 1
2

，………………， 8 9
-n 1
2

，
+n 1
2

，

　　 8 91，
-n 1

2
， 8 92，

-n 1

2
， 8 93，

-n 1

2
，…………， 8 9

-n 3

2
，

-n 1

2
，

　　　　……………………

　　 0 11，4 ， 0 12，4 ， 0 13，4 ，

　　 0 11，3 ， 0 12，3 ，

　　 0 11，2

であるから，

　　 2%>1+2+3+…… ?+8 9
-n 3
2

+
-n 1
2

=2%
1
2 >1 ?+8 9

-n 3
2 8 9

-n 3
2

+
-n 1
2

　 =
1

4 0n 1-1 60n 1-3 7+2 =
1

4
2

0 1-n 1 （通り）

(2)　 n 枚のカードから p と p+1 が記された計 2 枚のカードを抜き出して，残ったカードに記された自然数を

全て合計したものが 2023 となるとき，

　　 1+2+3+…+0p 1-1 +p+0p 1+1 +……+n-6p+0p 71+1 =2023

　 　
1
2

n0n 1+1 -02p 1+1 =2023

　　+　p=
1
4

n0n 1+1 -1012　……①

0<p<n  であるから

　　　0<
1
4

n0n 1+1 -1012<n　C　4048<n0n 1+1 <40n 1+1012 　C　>
>n0 1+n 1 4048  ……②

<n0 1-n 3 4048  ……③

ここで，

　　63･64=4032<4048， 64･65=4160>4048，

　　64･61<64･63<4048， 65･62=4030<4048， 66･63=4158>4048

であるから，②，③ を満たすのは

　　　 n=64， 65

このとき ① より，

　　 n=64 のとき　　 p=
1

4
･64･65-1012=1040-1012=28，

　　 n=65 のとき　　 p=
1
4
･65･66-1012=

2145
2

-1012

p は自然数であるから，求める自然数 p と n は

　　 p=28， n=64

-12-



t

(1-3)　取り出すカードの数字の組 0 1x，y  は 0n-y+1，n-x 1+1  と 1 対 1 に対応する．

これにより， 2 数の和は x+y が 2n+2- 0x 1+y  に対応するから，和が n 以下となる数字の組の個数と，

和が n+2 以上となる数字の組の個数は等しいことがわかる．

ここで， 2 数の組 0 1x，y  の総数は　　 2n C =
n0 1-n 1

2
 通り

また， n が偶数であることから，x+y=n+1 となる 2 数の組は，

　　　 0 11，n ， 02．n 1-1 ， 03，n 1-2 ，…………， 8
n
2
，

n
2 9+1

の 
n
2

 通りであるから，求める場合の数は

　　　 
1
2 >

n0 1-n 1
2 ?-

n
2

=
1
4

n 0n 1-2 （通り）

(1-4)　上と同様に考える． n が奇数であることから， x+y=n+1 となる 2 数の組は

　　　 0 11，n ，02，n 1-1 ，03，n 1-2 ，………，8 9
-n 1
2

，
+n 3
2

の 
-n 1

2
 通りであるから，求める場合の数は

　　　 
1
2 >

n0 1-n 1
2 ?-

-n 1
2

=
1
4

2
0 1-n 1 （通り）
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