
【　講　評　】

　例年通り，大問 4 題での出題であった．昨年，一昨年同様，頻出である通過領域や整数問題の出題はなく，全体的に

手の付けやすい問題が並んだ．比較的易しめな大問 2 と標準的な難易度である大問 1，大問 3 のどちらか一方を完答し，

残りは部分点を稼ぎたい．

１．積分法（面積）【標準】

　面積のとり得る値の範囲を求める問題であった．面積は 6 分の 1 公式によって容易に求めることができ，面積の取り

うる値の範囲に関しては，定石通り共有点の x 座標に関する対称式計算を行うだけである．完答したい問題である．

２．場合の数 ! 確率【やや易】

　座標平面上の 3 点を頂点とする三角形の個数を数える問題であった．典型的な問題であり，文字による場合分け等も

生じないため，解答しやすかっただろう．ここは確実に完答したい．

３．２次関数【標準】

　(1) は不等式証明であるが，各関数のグラフがイメージできてれば，どの様に証明するかの方針が立てやすいだろう．

(2) は 2 曲線の共有点の個数を調べる問題である． a の値によって共有点の個数が変化する部分をしっかりと論証する

ことができるかがポイントで，出来不出来の分かれそうな問題である．

４．微分法（数Ⅱ）／図形と方程式【やや難】

　(1) は接線の傾きが存在する条件を考えるだけである．(2) は面積 S が最大値，最小値をとるときを正確に把握できた

かがポイントとなる．出来不出来の分かれそうな問題である．
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【　解　説　】

第１問

　正の実数 k および a<b  となる実数 a，b が次の条件を満たすように動く．

　　条件：　座標平面上の放物線 C： y=k0x 1-a 0b 1-x  の頂点は 0 1-3，1  であり，

　　　　　　 C は y 軸と -2(y(0 の範囲で交わる．

このとき， C と x 軸で囲まれる図形の面積 S のとりうる値の範囲を求めよ．

 解説

放物線 C の軸の方程式は x=
+a b

2
 であるから，　y=k8

+a b

2 9-a 8b 9-
+a b

2
=

k

4
2

0 1-b a

C の頂点が 0 1-3，1  であることから

　　　 F
=

+a b

2
-3

=
k

4
2

0 1-b a 1

　C　 >
=+a b -6    ……①

=2
0 1-b a

4

k
    ……②

 

② を変形すると，　 2
0 1+a b -4ab=

4

k

① を代入すると，　 2
0 1-6 -4ab=

4

k
　　　+　 ab=9-

1

k
　……③

①，③ より，a，b は t の 2 次方程式

　　　 2t -0 1-6 t+9-
1

k
=0　　　+　 2t +6t+9-

1

k
=0　……④

の 2 解である．

④ の判別式を D とすると， k>0 より　
D

4
=9-89 9-

1

k
=

1

k
>0

よって，実数 a，b 0a 1<b  は存在する．

また， C において x=0  とすると　 y=k0 1-a 0 1b =-kab  

条件より　 -2(-kab(0

これに ③ を代入すると　 -2(-k8 9-9
1

k
(0　　　+　

1

9
(k(

1

3
　……⑤

ここで， k>0 より a(x(b  において，

　　　 y=k0x 1-a 0b 1-x =-k0 1-x a 0 1-x b )0

であるから， C と x 軸で囲まれる図形の面積 S は

　　　 =S =-kQ a
b

0 1-x a 0 1-x b  dx =
k

6
3

0 1-b a
k

6

3
2

6 7
2

0 1-b a

= =
k

6

3
2

8 9
4

k

4

3U k

⑤ より 
1

3
(Uk (

1

U3
 であるから，

　　　　
4U3

3
(

4

3Uk
(4　　　+　 

4U3

3
(S(4
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第２問

n を正の整数とする．座標平面上の 3n 個の点がなす集合

　　　 60 1x，y ｜x，y は 1(x(3，1(y 7(n を満たす整数

から相異なる 3 点を選ぶ．ただし，どの 3 点も等確率で選ばれるものとする．選んだ 3 点が三角形の 3 頂点と

なる確率を np  とする．

(1)　 5p  を求めよ．

(2)　 m を 2 以上の整数とする． 2mp  を求めよ．

 解説

(1)　 n=5 のとき，15 個の点から異なる 3 点の選び方の総数は　 315C =
･･15 14 13

･3 2
=5･7･13 通り

このうち，選んだ 3 点が三角形の頂点とならない，すなわち同一直線上にあるのは，次の場合である．

(ア)　x=k 0k 1=1，2，3  上の 3 点を選ぶとき

　 x=k 上の点は 5 つあるから，　 35C %3 =10%3=30 通り

(イ)　3 点 0 11， 1y ，0 12， 2y ，0 13， 3y  を選ぶとき

　3 点が同一直線上にあるための条件は　 
+1y 3y

2
= 2y 　　　+　 1y + 3y =2 2y

　よって， 1y + 3y  は偶数，すなわち 1y  と 3y  の偶奇が一致することである．

　1( 1y (5，1( 3y (5 であり，1 から 5 までは偶数が 2 個，奇数が 3 個存在するから，

　　　　2%2+3%3=4+9=13 通り

よって，求める確率は　　 5p =1-
+30 13

･･5 7 13
=1-

43

455
=

412

455

(2)　 n=2m  のとき， 3%2m=6m  個の点から異なる 3 点の選び方は

　　　　 36mC =
6m0 1-6m 1 0 1-6m 2

･3 2
=2m06m 1-1 03m 1-1  通り

このうち，選んだ 3 点が三角形の頂点とならない，すなわち同一直線上にあるのは，次の場合である．

(ア)　 x=k 0k 1=1，2，3  上の 3 点を選ぶとき

　 x=k 上の点は 2m 個あるから，　 32mC %3=
2m0 1-2m 1 0 1-2m 2

･3 2
%3=2m02m 1-1 0m 1-1

(イ)　3 点 0 11， 1y ，0 12， 2y ，0 13， 3y  を選ぶとき

　3 点が同一直線上にあるための条件は　 
+1y 3y

2
= 2y 　　　+　 1y + 3y =2 2y

　よって， 1y + 3y  は偶数，すなわち 1y  と 3y  の偶奇が一致することである．

　1( 1y (2m，1( 3y (2m  であり， 1 から 2m までは偶数と奇数が m 個ずつ存在するから，

　　　　 2m + 2m =2 2m  通り

よって，求める確率は

　　 =2mp =-1
+2m0 1-2m 1 0 1-m 1 2 2m

2m0 1-6m 1 0 1-3m 1
-1

+-2 2m 2m 1

0 1-6m 1 0 1-3m 1

= =
-+-18 2m 9m 1 0 1+-2 2m 2m 1

0 1-6m 1 0 1-3m 1

-16 2m 7m

0 1-6m 1 0 1-3m 1

=
m 0 1-16m 7

0 1-6m 1 0 1-3m 1
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第３問

　0<a<1 とし，関数 f0 1x  を

　　　　　　　　　 f0 1x =
a

8
2

0 1-x 1 +
2

a
-3

と定める．

　また，関数 g0 1x  を次のように定める．整数 n に対し，

　　　　　2n(x<2n+1 のとき　 　　　　g0 1x =x-2n

　　　　　2n+1(x<2n+2 のとき　 　　 g0 1x =-x+2n+2

とする．

(1)　 x)4  において f0 1x >g0 1x  を示せ．

(2)　 
1

2
<a<

2

3
 とする．座標平面上の y=f0 1x  のグラフと y=g0 1x  のグラフの x)0  の範囲における

　　共有点の個数を求めよ．

 解説

(1)　 2n(x<2n+1 のとき　 0(g0 1x <1， 2n+1(x<2n+2 のとき　 0<g0 1x (1

よって，すべての実数 x について　 0(g0 1x (1

x)4  のとき 
a

8
2

0 1-x 1 >0， 
2

a
>0 であるから，相加･相乗平均の不等式により

　　　　 f0 1x =
a

8
2

0 1-x 1 +
2

a
-3)2] ･

a

8
2

0 1-x 1
2

a
-3=x-4

等号が成り立つのは　 
a

8
2

0 1-x 1 =
2

a
　C　 2

0 1-x 1 =
16

2a
　C　 x=1$

4

a

4(x(5 のとき， g0 1x =x-4 であり， 0<a<1 より

　　　　　1-
4

a
<-3， 5<1 +

4

a

であるから，

　　　 f0 1x >x-4=g0 1x

x>5 のとき，

　　　 f0 1x )x-4>1， 0(g0 1x (1

であるから，

　　　 f0 1x >g0 1x

したがって， x)4  において f0 1x >g0 1x  が成り立つ．（証明終了）

(2)　(1) より， x)4  において f0 1x >g0 1x  であるから， 0(x<4 について考える．

この範囲における y=g0 1x  のグラフは次の図のようになる．

x 

 y

 O 1 3 42

1
y=g0 1x
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放物線 y=f0 1x  の軸の方程式は x=1  であるから，　f0 11 =
2

a
-3

1

2
<a<

2

3
 であるから， y=f0 1x  の頂点の y 座標は，　0<

2

a
-3<1

放物線 y=f0 1x  は x=1 に関して対称であるから，y=g0 1x  と 0<x<1，1<x<2 において 1 つずつ共有点をもつ．

また， f-0 1x =
a

4 0x 1-1  であるから， 2(x<4において

　　　　 
a

4
(

a

4 0x 1-1 <
3

4
a<

3

4
　　+　0<f -0 1x <1

よって， y=f0 1x  と y=g0 1x  が接することはなく，

2(x(3， 3(x(4 でのそれらの交点は高  々1 つである．

y=f0 1x  が 0 13，1  を通るとき

x 

 y

 O 1 3 42

1

y=g0 1x

y=f0 1x　　 1=f0 13 =
a

2
+

2

a
-3　C　 2a -8a+4=0

これを 
1

2
<a<

2

3
 で解くと　a=4-2U3

よって， 
1

2
<a<4-2U3  のとき　f0 13 >1=g0 13 ，

　　　　 4-2U3 <a<
2

3
 のとき　f0 13 <1=g0 13

以上により，x)0  における y=f0 1x  と y=g0 1x  の共有点の個数は

　　　 
1

2
<a <4- 2U3  のとき 2 個，

　　　 a= 4-2U3  のとき 3 個，

　　　 4-2U3 <a <
2

3
 のとき 4 個

である．

t　 2(x<3 において y=f0 1x  が y=g0 1x  と接しないことは，判別式で示すこともできる．

2(x<3 のとき， g0 1x =x-2 であるから， y=f0 1x  と連立させて

　　　　 
a

8
2

0 1-x 1 +
2

a
-3=x-2

　　　　 
a

8
2x -8

a

4 9+1 x+
a

8
+

2

a
-1=0

判別式を D とすると，

　　　 D=
2

8 9+
a

4
1 -4･

a

8
･8

a

8 9+
2

a
=

a

2
>0　 88  

1

2
<a 9<

2

3

よって， y=f0 1x  と y=g0 1x  が 2(x<3 において接することはない．
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第４問

k を実数とし，座標平面上の曲線 C を y= 3x -kx  で定める． C 上の 2 点 P，Q に対する以下の条件（*）を考える．

　条件（*）　原点 O，点 P，Q は相異なり， C の O，P，Q における接線のうち，

　　　　　　  どの 2 本も交わり，そのなす角はすべて 
p

3
 となる．

(1)　-
p

2
<h<

p

6
 とする． tan8 9+h

p

3
 を tanh  を用いて表せ．

(2)　条件（*）を満たす P，Q が存在するような k の範囲を求めよ．

(3)　 k が (1) で定まる範囲にあるとする．P，Q が条件（*）を満たすように動くとき， C の O，P，Q における

　接線によって囲まれる三角形の面積 S の最大値を M，最小値を m とおく．ただし， 3 本の接線が 1 点で交わる

　ときは S=0 とする． M=4m  となる k の値を求めよ．

 解説

(1)　加法定理により，　tan8 9+h
p

3
=

+tanh tan
p

3

-1 tanhtan
p

3

=
+tan h U3

-1 U3 tanh

(2)　f0 1x = 3x -kx  とおくと　 f-0 1x =3 2x -k

原点 O における接線の傾きを　

　　f-0 10 =-k=tana

とおくと，これとなす角が 
p

3
 である直線の傾きは次の 2 つのみであり，このとき，3 直線のなす角はすべて 

p

3

となる．

　　 tan =8 9$a
p

3

$tana tan
p

3

P1 tana tan
p

3

=
$-k U 3

$1 U3 k

P 0 1p，f0 1p ，Q 0 1q，f0 1q  0p'q，p'0，q 1'0 なる実数  とおくと，

　　 f-0 1p =3 2p -k=
+-k U 3

+1 U3 k
　C　 3 2p = U3 0 1+1 2k

+1 U3 k
　……①

　　 f-0 1q =3 2q -k=
--k U3

-1 U3 k
　C　 3 2q =

-U 3 0 1+1 2k

-1 U3 k
　……②

であるから，これらを満たす p， q が存在する条件を考えればよい．

1+ 2k >0 であるから，① を満たす p が存在する条件は　 1+U 3 k>0　　+　 k>-
1

U3
　……③

同様に，② を満たす q が存在する条件は　 1-U 3 k<0　　　+　 k>
1

U3
　……④

③ かつ ④ より，求める k の値の範囲は　 
1

U3
< k
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(3)　(1) より 
1

U3
<k のとき，P 0 1p，f0 1p ，Q 0 1q，f0 1q  とすると次のようにできる．

　　　 3 2p = U3 0 1+1 2k

+1 U3 k
　……①，3 2q =

-U 3 0 1+1 2k

-1 U3 k
　……②

y=f0 1x  の 0 1t，f0 1t  における接線の方程式は

　　　 y-0
3t 1-kt =03

2t 1-k 0x 1-t 　　　+　 y=03
2t 1-k x-2 3t

よって，点 O，P，Q における接線の方程式はそれぞれ

　　　 y=-kx　……⑤， y=03
2p 1-k x-2 3p 　……⑥， y=03

2q 1-k x-2 3q 　……⑦

⑤，⑥ を連立させて　 -kx=03
2p 1-k x-2 3p 　　　+　x=

2

3
p 

⑤，⑦ を連立させて　 -kx=03
2q 1-k x-2 3q 　　　+　x=

2

3
q

⑤，⑥，⑦ のなす角がいずれも 
p

3
 であることから，これら 3 直線によって囲まれる三角形は正三角形であり，

その一辺の長さは　U +1 2
0 1-k

2

3
p-

2

3
q =

2

3U +1 2k p-q

よって，面積 S は

　　　 =S =
1

2

2

> ?
2

3U
+1 2k -p q sin

p

3
U3

9 0 1+1 2k 2
0 1-p q

= U3

9 0 1+1 2k 0 1-+2p 2q 2pq

ここで ①，② より

　　 3 2p +3 2q = U3 0 1+1 2k 6 7-0 1-1 U3 k 0 1+1 U 3 k

-1 3 2k
=

6k0 1+1 2k

-3 2k 1

　　+　 2p + 2q =
2k0 1+1 2k

-3 2k 1
　……⑧

また， 

　　 3 2p ･3 2q =
-30 1+1 2k

-1 3 2k
=

3 2
0 1+1 2k

-3 2k 1

　　 2p 2q =
2

0 1+1 2k

30 1-3 2k 1
　　　+　pq=$

+1 2k

U 30 1-3 2k 1
　……⑨

よって，

　　　　 M= U3

9 01 1+ 2k 0
2p + 2q 1+2 pq ，m= U3

9 01 1+ 2k 0
2p + 2q 1-2 pq

であるから， M=4m  のとき

　　　　 2p + 2q +2 pq =40
2p + 2q 1-2 pq

　　　　30
2p 1+ 2q =10 pq

⑧，⑨ より

　　　　 
6k0 1+1 2k

-3 2k 1
=

100 1+1 2k

U30 1-3 2k 1

　　　　 9 2k =2503
2k 1-1 　　　+　 2k =

25

48

k>
1

U3
 であるから　 k=]

25

48
=

5U3

12
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u　 S の最大値 M ，最小値 m について．

S が最小値 m をとるのは pq>0，すなわち p， q が同符号となるとき（図１）であり，S が最大値をとるのは

pq<0 であるとき，すなわち p， q が異符号となるとき（図２）であり，

x 

 y

 O x 

 y

 O

p
q q-p

　　　　（図１）0<p<q　　　　　　　　　　　　　（図２）p<0<q

f-0 1p =f-0 1-p =3 2p -k であるから，最小値 m をとるときの三角形と最大値 M をとるときの三角形は相似

であり， M=4m  となるとき，相似比から

　　　　 p-q：p- 0 1-q =1：2

　　　　 20p 1-q =p+q　　　+　p=3q

これを用いて k の値を求めることもできる．
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